
Îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿
9 ìàðòà 2014 ã.

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

6 êëàññ

1. Öåíà áèëåòà â áàññåéí áûëà 300 ðóá. Ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû
áèëåòà êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé óâåëè÷èëîñü íà 50%, à ñáîð óâåëè-
÷èëñÿ íà 25%. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ñíèçèëè öåíó áèëåòà?

Îòâåò: íà 50 ðóáëåé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, à x

� íîâàÿ öåíà áèëåòà. Òîãäà, ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû, ïîñåòèòåëåé
áóäåò 1,5n, à ñáîð äåíåã ñîñòàâèò 1,5nx. Ïåðâîíà÷àëüíî äåíåã ñî-
áðàëè 300n, à ñáîð óâåëè÷èëñÿ íà 25%, îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1,5xn − 300n = 0,25 · 300n, èç êîòîðîãî x = 250. Ñëåäîâàòåëüíî,
öåíó ñíèçèëè íà 50 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á.

2. Îòåö è ñûí áåãàþò ïî áåãîâîé äîðîæêå ñòàäèîíà â ðàçíûå
ñòîðîíû. Îòåö ïðîáåãàåò êðóã çà 3 ìèíóòû, à ñûí � çà 5 ìèíóò.
Êàêîå âðåìÿ ïðîõîäèò ìåæäó èõ âñòðå÷àìè?

Îòâåò: 15
8
ìèí.

Ðåøåíèå. Çà îäíó ìèíóòó îòåö ïðîáåãàåò 1
3
äëèíû äîðîæêè,

à ñûí ïðîáåãàåò 1
5
äëèíû äîðîæêè, ïîýòîìó âìåñòå îíè ïðîáåãàþò

1
3
+ 1

5
= 8

15
äëèíû äîðîæêè. Îò ìîìåíòà âñòðå÷è äî ñëåäóþùåé

âñòðå÷è èì íóæíî êàê ðàç ïðîáåæàòü îáùåå ðàññòîÿíèå, ðàâíîå
äëèíå äîðîæêè. Ïîýòîìó èõ ñëåäóþùàÿ âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ ÷åðåç
15
8
ìèí.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á.

3. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000 ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû:
÷¼òíûõ ÷èñåë è íå÷¼òíûõ. Îïðåäåëèòå, â êàêîé èç ãðóïï ñóììà
âñåõ öèôð, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ çàïèñè ÷èñåë, áîëüøå è íàñêîëüêî.

Îòâåò: ñóììà öèôð íå÷¼òíûõ ÷èñåë áîëüøå íà 499.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñëà îò 0 äî 999. Âîçüì¼ì

äåñÿòü ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîñëåäíåé öèôðîé. Â ýòîì äå-
ñÿòêå ñóììà öèôð íå÷¼òíûõ ÷èñåë ðîâíî íà ïÿòü áîëüøå ñóììû
öèôð ÷¼òíûõ ÷èñåë. Âñåãî èìååòñÿ 100 òàêèõ äåñÿòêîâ. Ïîýòîìó
äëÿ ÷èñåë îò 0 äî 999 èñêîìàÿ ðàçíîñòü ðàâíà 5 · 100 = 500. Îñòà-
ëîñü 0 óáðàòü, à 1000 äîáàâèòü, ïðè ýòîì ñóììà öèôð ÷¼òíûõ ÷èñåë
óâåëè÷èòñÿ íà 1, à ðàçíîñòü ñóìì öèôð ñòàíåò ðàâíîé 499.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.



4. Â êâàäðàòå 4× 4 êëåòêè ëåâîé ïîëîâèíû ïîêðàøåíû â ÷¼ð-
íûé öâåò, à îñòàëüíûå â áåëûé. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ
ïåðåêðàñèòü â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò âñå êëåòêè âíóòðè ëþáîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàê çà òðè îïåðàöèè èç ïåðâîíà÷àëüíîé ðàñêðàñ-
êè ïîëó÷èòü øàõìàòíóþ?

Ðåøåíèå. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé (â
êàæäîì êâàäðàòå âûäåëåí ïðÿìîóãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî îñó-
ùåñòâëÿëàñü ïåðåêðàñêà êëåòîê).

Ðèñ. 1

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.

5. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû äâà êâàäðàòà ABCD è MNOP .
Èçâåñòíî, ÷òî AB = 4,MN = 5, òî÷êàO � öåíòð êâàäðàòà ABCD,
à îòðåçêè OP è DC ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 60◦. Íàéäèòå ïëîùàäü
îáùåé ÷àñòè äâóõ êâàäðàòîâ.

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Ëó÷è PO è NO (ðèñ. 2) ðàçáèâàþò êâàäðàò ABCD

íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè (ýòè ÷àñòè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè
ïîâîðîòå íà 90◦).

Ðèñ. 2

Ïîýòîìó ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè äâóõ êâàäðàòîâ ðàâíà ÷åòâåðòè
ïëîùàäè êâàäðàòà ABCD.

Çàìå÷àíèå. Îòâåò íå çàâèñèò îò óãëà, ïîä êîòîðûì ïåðåñåêà-
þòñÿ ñòîðîíû äâóõ êâàäðàòîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.



6. Êëåò÷àòûé êâàäðàò 18 × 18 ðàçðåçàëè ïî ãðàíèöàì êëåòîê
íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îäèí èç íèõ îòëîæèëè, à èç âñåõ
îñòàëüíûõ ñîñòàâèëè êâàäðàò 10 × 10. Êàêîâû ðàçìåðû îòëîæåí-
íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà?

Îòâåò: 14× 16.
Ðåøåíèå. Ïóñòü îòëîæåí ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì a × b, ãäå

a 6 b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ab = 182−102 = 224, è ïðè ýòîì
b 6 18. Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïî äåëèòåëÿì ÷èñëà 224 ïîêàçûâàåò,
÷òî âûïèñàííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ÷èñëà a = 14 è
b = 16.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 á. Åñëè íàéäåíà òîëüêî
ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, íî íå íàéäåíû åãî ðàçìåðû, 4 á.



Îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿
9 ìàðòà 2014 ã.

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

7 êëàññ

1. Öåíà áèëåòà â áàññåéí áûëà 300 ðóá. Ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû
áèëåòà êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé óâåëè÷èëîñü íà 50%, à ñáîð óâåëè-
÷èëñÿ íà 25%. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ñíèçèëè öåíó áèëåòà?

Îòâåò: íà 50 ðóáëåé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, à x

� íîâàÿ öåíà áèëåòà. Òîãäà, ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû, ïîñåòèòåëåé
áóäåò 1,5n, à ñáîð äåíåã ñîñòàâèò 1,5nx. Ïåðâîíà÷àëüíî äåíåã ñî-
áðàëè 300n, à ñáîð óâåëè÷èëñÿ íà 25%, îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1,5xn − 300n = 0,25 · 300n, èç êîòîðîãî x = 250. Ñëåäîâàòåëüíî,
öåíó ñíèçèëè íà 50 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 12 á.

2. Íà còîðîíàõ êâàäðàòà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñàøà
äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ
íà ñòîðîíàõ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðî-
èçâåäåíèé ðàâíà 323. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà.

Îòâåò: 36.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí çà-

ïèñàíû ÷èñëà a è c, à íà äðóãîé b è d. Òîãäà ñóììà ïðîèçâåäåíèé
ðàâíà

ab+ bc+ cd+ da = (a+ c)(b+ d) = 323.

×èñëî 323 = 17 · 19 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå äâóõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(a+ c) + (b+ d) = 17 + 19 = 36.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 16 á. Åñëè íàéäåíî ðàâåí-
ñòâî (a + c)(b + d) = 323, íî íå íàéäåíî ðàçëîæåíèå ÷èñëà 323 íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 6 á.

3. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000 ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû:
÷¼òíûõ ÷èñåë è íå÷¼òíûõ. Îïðåäåëèòå, â êàêîé èç ãðóïï ñóììà
âñåõ öèôð, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ çàïèñè ÷èñåë, áîëüøå è íàñêîëüêî.

Îòâåò: ñóììà öèôð íå÷¼òíûõ ÷èñåë áîëüøå íà 499.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñëà îò 0 äî 999. Âîçüì¼ì

äåñÿòü ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîñëåäíåé öèôðîé. Â ýòîì äå-
ñÿòêå ñóììà öèôð íå÷¼òíûõ ÷èñåë ðîâíî íà ïÿòü áîëüøå ñóììû



öèôð ÷¼òíûõ ÷èñåë. Âñåãî èìååòñÿ 100 òàêèõ äåñÿòêîâ. Ïîýòîìó
äëÿ ÷èñåë îò 0 äî 999 èñêîìàÿ ðàçíîñòü ðàâíà 5 · 100 = 500. Îñòà-
ëîñü 0 óáðàòü, à 1000 äîáàâèòü, ïðè ýòîì ñóììà öèôð ÷¼òíûõ ÷èñåë
óâåëè÷èòñÿ íà 1, à ðàçíîñòü ñóìì öèôð ñòàíåò ðàâíîé 499.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.

4. Â êâàäðàòå 4× 4 êëåòêè ëåâîé ïîëîâèíû ïîêðàøåíû â ÷¼ð-
íûé öâåò, à îñòàëüíûå â áåëûé. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ
ïåðåêðàñèòü â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò âñå êëåòêè âíóòðè ëþáîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàê çà òðè îïåðàöèè èç ïåðâîíà÷àëüíîé ðàñêðàñ-
êè ïîëó÷èòü øàõìàòíóþ?

Ðåøåíèå. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé (â
êàæäîì êâàäðàòå âûäåëåí ïðÿìîóãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî îñó-
ùåñòâëÿëàñü ïåðåêðàñêà êëåòîê).

Ðèñ. 1

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.

5. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû äâà êâàäðàòà ABCD è MNOP .
Èçâåñòíî, ÷òî AB = 4,MN = 5, òî÷êàO � öåíòð êâàäðàòà ABCD,
à îòðåçêè OP è DC ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 60◦. Íàéäèòå ïëîùàäü
îáùåé ÷àñòè äâóõ êâàäðàòîâ.

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Ëó÷è PO è NO (ðèñ. 2) ðàçáèâàþò êâàäðàò ABCD

íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè (ýòè ÷àñòè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè
ïîâîðîòå íà 90◦).

Ðèñ. 2

Ïîýòîìó ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè äâóõ êâàäðàòîâ ðàâíà ÷åòâåðòè
ïëîùàäè êâàäðàòà ABCD.

Çàìå÷àíèå. Îòâåò íå çàâèñèò îò óãëà, ïîä êîòîðûì ïåðåñåêà-
þòñÿ ñòîðîíû äâóõ êâàäðàòîâ.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 á.

6. Êëåò÷àòûé êâàäðàò 18 × 18 ðàçðåçàëè ïî ãðàíèöàì êëåòîê
íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îäèí èç íèõ îòëîæèëè, à èç âñåõ
îñòàëüíûõ ñîñòàâèëè ïðÿìîóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 234. Êàêîâû
ðàçìåðû îòëîæåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà?

Îòâåò: 13× 16.
Ðåøåíèå. Ïóñòü îòëîæåí ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì c × d, ãäå

c 6 d 6 18, à ñîñòàâëåí ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì a × b, ãäå a 6 b
(a, b, c, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà).

Èìååì a + b = 117. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñáëèæåíèè äâóõ ÷èñåë
ñ ôèêñèðîâàííîé ñóììîé èõ ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ (äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îò 7-êëàññíèêîâ íå òðåáóåòñÿ, äîñòàòî÷íî åãî
óïîìèíàíèÿ). Ïîýòîìó ïðè 3 6 a 6 b ïëîùàäü ab > 3 · 114 = 342,
÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, a = 1 èëè a = 2.

Åñëè a = 1, òî b = 116, à ïëîùàäü îòëîæåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
ðàâíà cd = 324 − 116 = 208. Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïî äåëèòåëÿì
÷èñëà 208 ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïèñàííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò
òîëüêî ÷èñëà c = 13 è d = 16.

Åñëè a = 2, òî b = 115, à ïëîùàäü îòëîæåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
ðàâíà cd = 324 − 230 = 94. Îòñþäà ÷èñëî d (áîëüøèé èç äâóõ
äåëèòåëåé ÷èñëà 94) êðàòíî 47, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè d 6 18.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 18 á. Åñëè îòâåò íàéäåí,
íî íèêàêèõ îáîñíîâàíèé åãî åäèíñòâåííîñòè íå ïðèâåäåíî, 5 á.



Îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿
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Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

8 êëàññ

1. Öåíà áèëåòà â áàññåéí áûëà 300 ðóá. Ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû
áèëåòà êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé óâåëè÷èëîñü íà 50%, à ñáîð óâåëè-
÷èëñÿ íà 25%. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ñíèçèëè öåíó áèëåòà?

Îòâåò: íà 50 ðóáëåé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, à x

� íîâàÿ öåíà áèëåòà. Òîãäà, ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû, ïîñåòèòåëåé
áóäåò 1,5n, à ñáîð äåíåã ñîñòàâèò 1,5nx. Ïåðâîíà÷àëüíî äåíåã ñî-
áðàëè 300n, à ñáîð óâåëè÷èëñÿ íà 25%, îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1,5xn − 300n = 0,25 · 300n, èç êîòîðîãî x = 250. Ñëåäîâàòåëüíî,
öåíó ñíèçèëè íà 50 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 10 á.

2. Ðåøèòå ðåáóñ: ÀÕ×ÀÕ = ÁÐÐÐ. (Îäèíàêîâûå áóêâû çàìå-
íÿþò îäèíàêîâûå öèôðû. Ðàçíûå áóêâû çàìåíÿþò ðàçíûå öèôðû.)

Îòâåò: 38× 38 = 1444.
Ðåøåíèå. Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êàêèì íå ìîæåò áûòü ÷èñëî Õ.

Î÷åâèäíî, Õ ̸= 0, 1, 5, 6 (èíà÷å Õ = Ð). Çàìåòèì, ÷òî

ÀÕ× ÀÕ = (10À+ Õ)2 = 100À2 + 20ÀÕ+ Õ2.

Ïðè íå÷¼òíîì Õ ÷èñëî åäèíèö â äàííîì ÷èñëå íå÷¼òíî, à ÷èñëî
äåñÿòêîâ ÷¼òíî (ïðè âîçâåäåíèè íå÷¼òíîãî îäíîçíà÷íîãî ÷èñëà â
êâàäðàò â ñëåäóþùèé ðàçðÿä ïåðåíîñèòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî), â ñèëó ÷å-
ãî ïîñëåäíèå äâå öèôðû áóäóò ðàçëè÷íûìè. Ïðè Õ = 4 ïîñëåäíÿÿ
öèôðà êâàäðàòà 6, à ïðåäïîñëåäíÿÿ íå÷¼òíàÿ (èç-çà ïåðåíîñà åäè-
íèöû â ðàçðÿä äåñÿòêîâ). Îñòàþòñÿ äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ Õ: 2
è 8. Òîãäà Ð = 4. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ À: 3, 5, 6, 7, 8, 9 (ïðè À < 3
÷èñëî ÀÕ2 íå áóäåò ÷åòûð¼õçíà÷íûì; êðîìå òîãî À ̸= Ð = 4). Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ òðåìÿ ÷åòâ¼ðêàìè, íå
êðàòíî 8, â ñèëó ýòîãî ÷èñëî ÀÕ íå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 4. Êðóã
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ÀÕ ñóçèëñÿ òåïåðü äî øåñòè ÷èñåë: 62, 82,
38, 58, 78, 98. Ïîäõîäèò òîëüêî ÷èñëî 38.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á. Åñëè îòâåò íàéäåí,
íî íèêàêèõ îáîñíîâàíèé åãî åäèíñòâåííîñòè íå ïðèâåäåíî, 5 á.

3. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000 ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû:
÷¼òíûõ ÷èñåë è íå÷¼òíûõ. Îïðåäåëèòå, â êàêîé èç ãðóïï ñóììà
âñåõ öèôð, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ çàïèñè ÷èñåë, áîëüøå è íàñêîëüêî.



Îòâåò: Ñóììà öèôð íå÷¼òíûõ ÷èñåë áîëüøå íà 499.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñëà îò 0 äî 999. Âîçüì¼ì

äåñÿòü ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîñëåäíåé öèôðîé. Â ýòîì äå-
ñÿòêå ñóììà öèôð íå÷¼òíûõ ÷èñåë ðîâíî íà ïÿòü áîëüøå ñóììû
öèôð ÷¼òíûõ ÷èñåë. Âñåãî èìååòñÿ 100 òàêèõ äåñÿòêîâ. Ïîýòîìó
äëÿ ÷èñåë îò 0 äî 999 èñêîìàÿ ðàçíîñòü ðàâíà 5 · 100 = 500. Îñòà-
ëîñü 0 óáðàòü, à 1000 äîáàâèòü, ïðè ýòîì ñóììà öèôð ÷¼òíûõ ÷èñåë
óâåëè÷èòñÿ íà 1, à ðàçíîñòü ñóìì öèôð ñòàíåò ðàâíîé 499.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

4. Â êâàäðàòå 4× 4 êëåòêè ëåâîé ïîëîâèíû ïîêðàøåíû â ÷¼ð-
íûé öâåò, à îñòàëüíûå â áåëûé. Çà îäíó îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ
ïåðåêðàñèòü â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò âñå êëåòêè âíóòðè ëþáîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàê çà òðè îïåðàöèè èç ïåðâîíà÷àëüíîé ðàñêðàñ-
êè ïîëó÷èòü øàõìàòíóþ?

Ðåøåíèå. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé (â
êàæäîì êâàäðàòå âûäåëåí ïðÿìîóãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî îñó-
ùåñòâëÿëàñü ïåðåêðàñêà êëåòîê).

Ðèñ. 1

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

5. Íà äîñêå áûëî çàïèñàíî òðè ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-
íûõ). Äàíèë çàìåòèë, ÷òî åñëè èõ âñå óâåëè÷èòü íà 1, òî èõ ïðî-
èçâåäåíèå òîæå óâåëè÷èòñÿ íà 1. À Âàñèëèé çàìåòèë, ÷òî åñëè âñå
èñõîäíûå ÷èñëà óâåëè÷èòü íà 2, òî èõ ïðîèçâåäåíèå òîæå óâåëè-
÷èòñÿ íà 2. Ìîæíî ëè ïî ýòèì äàííûì äîñòîâåðíî îïðåäåëèòü, íà
ñêîëüêî óâåëè÷èòñÿ ïðîèçâåäåíèå, åñëè âñå èñõîäíûå ÷èñëà óâåëè-
÷èòü íà 3?

Îòâåò: ìîæíî; ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ íà 9.
Ðåøåíèå. Ïóñòü èñõîäíûå ÷èñëà x, y è z. Ïî óñëîâèþ,{

(x+ 1)(y + 1)(z + 1) = xyz + 1;
(x+ 2)(y + 2)(z + 2) = xyz + 2.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå{
x+ y + z + xy + yz + zx = 0;
4(x+ y + z) + 2(xy + yz + zx) = −6.



Îáîçíà÷èì a = x+ y + z, b = xy + yz + zx. Òðåáóåòñÿ íàéòè

(x+ 3)(y + 3)(z + 3)− xyz = 9(x+ y + z) + 3(xy + yz + zx) + 27 =

= 9a+ 3b+ 27,

åñëè a + b = 0 è 4a + 2b = −6. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé
íàõîäèì a = −3, b = 3. Çíà÷èò, 9a+ 3b+ 27 = 9.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî x = y = z = −1.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á. Åñëè âûñêàçàíî (íî

íå äîêàçàíî) ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî x = y = z = −1, 3 á.

6. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû äâà êâàäðàòà ABCD è MNOP .
Èçâåñòíî, ÷òî AB = 4,MN = 5, òî÷êàO � öåíòð êâàäðàòà ABCD,
à îòðåçêè OP è DC ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 60◦. Íàéäèòå ïëîùàäü
îáùåé ÷àñòè äâóõ êâàäðàòîâ.

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Ëó÷è PO è NO (ðèñ. 2) ðàçáèâàþò êâàäðàò ABCD

íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè (ýòè ÷àñòè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè
ïîâîðîòå íà 90◦).

Ðèñ. 2

Ïîýòîìó ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè äâóõ êâàäðàòîâ ðàâíà ÷åòâåðòè
ïëîùàäè êâàäðàòà ABCD.

Çàìå÷àíèå. Îòâåò íå çàâèñèò îò óãëà, ïîä êîòîðûì ïåðåñåêà-
þòñÿ ñòîðîíû äâóõ êâàäðàòîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

7. Â ïëîñêîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà
O òàê, ÷òî ∠AOC = 90◦, ∠BOC = 75◦. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíè-
êà, êîòîðûé ìîæíî ñîñòàâèòü èç îòðåçêîâ AO, BO è CO.

Îòâåò: 15◦, 135◦, 30◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà B1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà

òî÷êè O âîêðóã òî÷êè B íà 60◦ (ðèñ. 3).



Ðèñ. 3

Òî÷êà C ïîëó÷àåòñÿ èç A òàêèì æå ïîâîðîòîì. Çíà÷èò, B1C �
ðåçóëüòàò ïîâîðîòà îòðåçêà OA. Ïîýòîìó B1C = OA. Â òî æå âðå-
ìÿ OB1 = OB. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà OB1C
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî OB, OC è OA. Óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà è
íóæíî íàéòè. Èìååì:

∠COB1 = ∠COB − ∠B1OB = 75◦ − 60◦ = 15◦;

∠BB1C = ∠BOA = ∠BOC + ∠COA = 75◦ + 90◦ = 165◦;

∠OB1C = 360◦ − (∠OB1B + ∠BB1C) = 135◦;

∠B1CO = 180◦ − (∠COB1 + ∠OB1C) = 30◦.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.



Îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿
9 ìàðòà 2014 ã.

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

9 êëàññ

1. Îòåö è ñûí áåãàþò ïî áåãîâîé äîðîæêå ñòàäèîíà â ðàçíûå
ñòîðîíû. Îòåö ïðîáåãàåò êðóã çà 3 ìèíóòû, à ñûí � çà 5 ìèíóò.
Êàêîå âðåìÿ ïðîõîäèò ìåæäó èõ âñòðå÷àìè?

Îòâåò: 15
8
ìèí.

Ðåøåíèå. Çà îäíó ìèíóòó îòåö ïðîáåãàåò 1
3
äëèíû äîðîæêè,

à ñûí ïðîáåãàåò 1
5
äëèíû äîðîæêè, ïîýòîìó âìåñòå îíè ïðîáåãàþò

1
3
+ 1

5
= 8

15
äëèíû äîðîæêè. Îò ìîìåíòà âñòðå÷è äî ñëåäóþùåé

âñòðå÷è èì íóæíî êàê ðàç ïðîáåæàòü îáùåå ðàññòîÿíèå, ðàâíîå
äëèíå äîðîæêè. Ïîýòîìó èõ ñëåäóþùàÿ âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ ÷åðåç
15
8
ìèí.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 10 á.

2. Öåíà áèëåòà â áàññåéí áûëà 300 ðóá. Ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû
áèëåòà êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé óâåëè÷èëîñü íà 50%, à ñáîð óâåëè-
÷èëñÿ íà 25%. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ñíèçèëè öåíó áèëåòà?

Îòâåò: íà 50 ðóáëåé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, à x

� íîâàÿ öåíà áèëåòà. Òîãäà, ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû, ïîñåòèòåëåé
áóäåò 1,5n, à ñáîð äåíåã ñîñòàâèò 1,5nx. Ïåðâîíà÷àëüíî äåíåã ñî-
áðàëè 300n, à ñáîð óâåëè÷èëñÿ íà 25%, îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1,5xn − 300n = 0,25 · 300n, èç êîòîðîãî x = 250. Ñëåäîâàòåëüíî,
öåíó ñíèçèëè íà 50 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 13 á.

3. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñàøà äëÿ
êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà 2013. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 75.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çà-

ïèñàíû ÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà
ñóììà ïðîèçâåäåíèé ðàâíà

(x1+x2)(y1z1+z1y2+y2z2+z2y1) = (x1+x2)(y1+y2)(z1+z2) = 2013.

×èñëî 2013 = 3 · 11 · 61 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 11 + 61 = 75.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè íàéäåíî ðàâåí-
ñòâî (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013, íî íå íàéäåíî ðàçëîæåíèå
÷èñëà 2013 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 3 á.

4. Ðåøèòå ðåáóñ: ÀÕ×ÀÕ = ÁÐÐÐ. (Îäèíàêîâûå áóêâû çàìå-
íÿþò îäèíàêîâûå öèôðû. Ðàçíûå áóêâû çàìåíÿþò ðàçíûå öèôðû.)

Îòâåò: 38× 38 = 1444.
Ðåøåíèå. Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êàêèì íå ìîæåò áûòü ÷èñëî Õ.

Î÷åâèäíî, Õ ̸= 0, 1, 5, 6 (èíà÷å Õ = Ð). Çàìåòèì, ÷òî

ÀÕ× ÀÕ = (10À+ Õ)2 = 100À2 + 20ÀÕ+ Õ2.

Ïðè íå÷¼òíîì Õ ÷èñëî åäèíèö â äàííîì ÷èñëå íå÷¼òíî, à ÷èñëî
äåñÿòêîâ ÷¼òíî (ïðè âîçâåäåíèè íå÷¼òíîãî îäíîçíà÷íîãî ÷èñëà â
êâàäðàò â ñëåäóþùèé ðàçðÿä ïåðåíîñèòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî), â ñèëó ÷å-
ãî ïîñëåäíèå äâå öèôðû áóäóò ðàçëè÷íûìè. Ïðè Õ = 4 ïîñëåäíÿÿ
öèôðà êâàäðàòà 6, à ïðåäïîñëåäíÿÿ íå÷¼òíàÿ (èç-çà ïåðåíîñà åäè-
íèöû â ðàçðÿä äåñÿòêîâ). Îñòàþòñÿ äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ Õ: 2
è 8. Òîãäà Ð = 4. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ À: 3, 5, 6, 7, 8, 9 (ïðè À < 3
÷èñëî ÀÕ2 íå áóäåò ÷åòûð¼õçíà÷íûì; êðîìå òîãî À ̸= Ð = 4). Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ òðåìÿ ÷åòâ¼ðêàìè, íå
êðàòíî 8, â ñèëó ýòîãî ÷èñëî ÀÕ íå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 4. Êðóã
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ÀÕ ñóçèëñÿ òåïåðü äî øåñòè ÷èñåë: 62, 82,
38, 58, 78, 98. Ïîäõîäèò òîëüêî ÷èñëî 38.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á. Åñëè îòâåò íàéäåí,
íî íèêàêèõ îáîñíîâàíèé åãî åäèíñòâåííîñòè íå ïðèâåäåíî, 5 á.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
(x+ 1)(y + 1)(z + 1) = xyz + 1;
(x+ 2)(y + 2)(z + 2) = xyz + 2.

Îòâåò: x = y = z = −1.
Ðåøåíèå. Ñèñòåìó ïåðåïèøåì â âèäå{

x+ y + z + xy + yz + zx = 0;
4(x+ y + z) + 2(xy + yz + zx) = −6.

Îáîçíà÷èì u = x + y + z, v = xy + yz + zx. Òîãäà u + v = 0 è
4u + 2v = −6. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé íàõîäèì u = −3,
v = 3. Çíà÷èò, {

x+ y + z = −3;
xy + yz + zx = 3.

(∗)



Ýòà ñèñòåìà èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå x = y = z = −1. Äîêàæåì,
÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Äåéñòâèòåëüíî,

(x+ 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 =

= (x+ y+ z)2− 2(xy+ yz+ zx)+2(x+ y+ z)+3 = 9− 6− 6+3 = 0.

Ñóììà òð¼õ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäîå èç íèõ ðàâíî íóëþ, òî åñòü
x+ 1 = y + 1 = z + 1 = 0.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 16 á. Åñëè îòâåò óãàäàí, íî
íèêàêèõ îáîñíîâàíèé åãî åäèíñòâåííîñòè íå ïðèâåäåíî, 3 á. Åñëè
ïîëó÷åíû ðàâåíñòâà (∗), 5 á. (à âìåñòå ñ óãàäàííûì îòâåòîì 8 á.)

6. Â ïëîñêîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà
O òàê, ÷òî ∠AOC = 90◦, ∠BOC = 75◦. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíè-
êà, êîòîðûé ìîæíî ñîñòàâèòü èç îòðåçêîâ AO, BO è CO.

Îòâåò: 15◦, 135◦, 30◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà B1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà

òî÷êè O âîêðóã òî÷êè B íà 60◦ (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2

Òî÷êà C ïîëó÷àåòñÿ èç A òàêèì æå ïîâîðîòîì. Çíà÷èò, B1C �
ðåçóëüòàò ïîâîðîòà îòðåçêà OA. Ïîýòîìó B1C = OA. Â òî æå âðå-
ìÿ OB1 = OB. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà OB1C
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî OB, OC è OA. Óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà è
íóæíî íàéòè. Èìååì:

∠COB1 = ∠COB − ∠B1OB = 75◦ − 60◦ = 15◦;

∠BB1C = ∠BOA = ∠BOC + ∠COA = 75◦ + 90◦ = 165◦;

∠OB1C = 360◦ − (∠OB1B + ∠BB1C) = 135◦;

∠B1CO = 180◦ − (∠COB1 + ∠OB1C) = 30◦.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 16 á.

7. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè îíî óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì òð¼ì óñëîâèÿì: à) îíî äåâÿòèçíà÷íîå; á) â åãî
çàïèñè åñòü êàæäàÿ íåíóëåâàÿ öèôðà; â) îíî äåëèòñÿ íà 11. Íàé-
äèòå:

1) êàêîå-íèáóäü èíòåðåñíîå ÷èñëî;
2) ñàìîå ìàëåíüêîå è ñàìîå áîëüøîå èíòåðåñíîå ÷èñëî;
3) îáùåå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ ÷èñåë.
Îòâåò: ñàìîå ìàëåíüêîå èíòåðåñíîå ÷èñëî 123 475 869, ñàìîå

áîëüøîå 987 652 413, à âñåãî èõ 11 · 5! · 4! = 31 680.
Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ñóììà öèôð 9-çíà÷íîãî ÷èñëà, ñòîÿùèõ

íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ, à y � ñóììà öèôð íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ. Ïî ïðè-
çíàêó äåëèìîñòè íà 11, ðàçíîñòü x − y äîëæíà áûòü êðàòíà 11.
Ïîñêîëüêó x + y = 1 + 2 + . . . + 9 = 45, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî
x = 17 èëè 28 (ñîîòâåòñòâåííî, y = 28 èëè 17). Âîò âñå ÷åòâ¼ðêè è
ïÿò¼ðêè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ öèôð ñ ñóììîé öèôð 17:

1, 2, 5, 9; 1, 2, 6, 8; 1, 3, 4, 9; 1, 3, 5, 8; 1, 3, 6, 7; 1, 4, 5, 7;

2, 3, 4, 8; 2, 3, 5, 7; 2, 4, 5, 6; 1, 2, 3, 4, 7; 1, 2, 3, 5, 6.

Öèôðû èç ïåðå÷èñëåííûõ ÷åòâ¼ðîê ñòîÿò íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ, à èç
ïÿò¼ðîê � íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ. Çíà÷èò, èìååì 11 ñïîñîáîâ ðàñ-
ïðåäåëèòü öèôðû ïî ÷¼òíûì è íå÷¼òíûì ìåñòàì. Ïðè çàäàííîì
òàêîì ðàñïðåäåëåíèè öèôðû íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ ïåðåñòàâëÿþòñÿ 4!
ñïîñîáàìè, à íà íå÷¼òíûõ 5! ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó âñåãî èíòåðåñ-
íûõ ÷èñåë 11 ·4! ·5!. Â ñàìîì ìàëåíüêîì èíòåðåñíîì ÷èñëå öèôðû,
ñòîÿùèå íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, äîæíû èäòè ïî âîçðàñòàíèþ, ðàâíî
êàê è öèôðû íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ. Äëÿ ñàìîãî áîëüøîãî èíòåðåñíîãî
÷èñëà âñ¼ íàîáîðîò. Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïîçâîëÿåò íàéòè îòâåò.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 16 á. Çà ïðèìåð èíòåðåñ-
íîãî ÷èñëà 3 á. Åñëè (áåç îáîñíîâàíèé) íàéäåíî ñàìîå ìàëåíüêîå
(èëè ñàìîå áîëüøîå) èíòåðåñíîå ÷èñëî, 4 á., à åñëè è îäíî, è äðó-
ãîå, 5 á. Åñëè íàéäåíû ñòðóêòóðà èíòåðåñíîãî ÷èñëà è êîëè÷åñòâî
èíòåðåñíûõ ÷èñåë, íî îøèáêè â ï. 2, òî ìèíóñ 3 á. çà êàæäóþ
îøèáêó.



Îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿
9 ìàðòà 2014 ã.

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

10 êëàññ

1. Öåíà áèëåòà â áàññåéí áûëà 300 ðóá. Ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû
áèëåòà êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé óâåëè÷èëîñü íà 50%, à ñáîð óâåëè-
÷èëñÿ íà 25%. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ñíèçèëè öåíó áèëåòà?

Îòâåò: íà 50 ðóáëåé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, à x

� íîâàÿ öåíà áèëåòà. Òîãäà, ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû, ïîñåòèòåëåé
áóäåò 1,5n, à ñáîð äåíåã ñîñòàâèò 1,5nx. Ïåðâîíà÷àëüíî äåíåã ñî-
áðàëè 300n, à ñáîð óâåëè÷èëñÿ íà 25%, îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1,5xn − 300n = 0,25 · 300n, èç êîòîðîãî x = 250. Ñëåäîâàòåëüíî,
öåíó ñíèçèëè íà 50 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 13 á.

2. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñàøà äëÿ
êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà 2013. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 75.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çà-

ïèñàíû ÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà
ñóììà ïðîèçâåäåíèé ðàâíà

x1x2(y1z1 + z1y2 + y2z2 + z2y1) = (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013.

×èñëî 2013 = 3 · 11 · 61 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 11 + 61 = 75.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè íàéäåíî ðàâåí-
ñòâî (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013, íî íå íàéäåíî ðàçëîæåíèå
÷èñëà 2013 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 3 á.

3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
cos2(πx) =

√
x− y;

6y2 + 7y + 1 =
√
x− y − 1.

Îòâåò: x = 0, y = −1.



Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïèñû-
âàåòñÿ íåðàâåíñòâîì x − y > 1. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
èìååì

√
x− y = cos2(πx) 6 1, îòêóäà x− y 6 1. Çíà÷èò, x− y = 1.

Òîãäà cos2(πx) = 1, x = k ∈ Z, y = k − 1 ∈ Z. Âòîðîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä 6y2+7y+1 = 0. Çäåñü òîëüêî îäèí öåëûé
êîðåíü y = −1, ïðè ýòîì x = 0.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè îòâåò óãàäàí,
íî ðåøåíèå îòñóòñòâóåò, 2 á. Åñëè òîëüêî äîêàçàíî, ÷òî x− y = 1,
3 á.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
(x3 + x)3 − 8x6

32x10 − (x+ 2)5
> 0.

Îòâåò: (1−
√
17

4
; 0] ∪ (1+

√
17

4
; +∞) ∪ {1}.

Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé f(x) = x3 è g(x) = x5 ðåøàå-
ìîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

f(x3 + x)− f(2x2)

g(2x2)− g(x+ 2)
6 0. (1)

Çàìåòèì, ÷òî f(x) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ
a è b çíàê ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(a) − f(b) ñîâïàäàåò ñî
çíàêîì ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ a−b. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðà-
âåäëèâî ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè g(x). Ïîýòîìó â íåðàâåíñòâå (1)
ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé f è g ìîæíî çàìåíèòü ðàçíîñòÿìè èõ
àðãóìåíòîâ:

(x3 + x)− 2x2

2x2 − (x+ 2)
> 0. (2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
ïðè òàêîì ïåðåõîäå îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x
íå èçìåíèëàñü, è íåðàâåíñòâà (1) è (2) ðàâíîñèëüíû. Íåðàâåíñòâî

(2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó x(x−1)2

2x2−x−2
> 0, ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Çà ïîòåðþ ðåøåíèÿ

x = 1 ìèíóñ 3 á.

5. Â ïëîñêîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà
O òàê, ÷òî ∠AOC = 90◦, ∠BOC = 75◦. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíè-
êà, êîòîðûé ìîæíî ñîñòàâèòü èç îòðåçêîâ AO, BO è CO.

Îòâåò: 15◦, 135◦, 30◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà B1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà

òî÷êè O âîêðóã òî÷êè B íà 60◦ (ðèñ. 2).



Ðèñ. 2

Òî÷êà C ïîëó÷àåòñÿ èç A òàêèì æå ïîâîðîòîì. Çíà÷èò, B1C �
ðåçóëüòàò ïîâîðîòà îòðåçêà OA. Ïîýòîìó B1C = OA. Â òî æå âðå-
ìÿ OB1 = OB. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà OB1C
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî OB, OC è OA. Óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà è
íóæíî íàéòè. Èìååì:

∠COB1 = ∠COB − ∠B1OB = 75◦ − 60◦ = 15◦;

∠BB1C = ∠BOA = ∠BOC + ∠COA = 75◦ + 90◦ = 165◦;

∠OB1C = 360◦ − (∠OB1B + ∠BB1C) = 135◦;

∠B1CO = 180◦ − (∠COB1 + ∠OB1C) = 30◦.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

6. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ñóììû
2n ñëàãàåìûõ

√
n2 + 1 +

√
n2 + 2 + . . .+

√
n2 + 2n.

Îòâåò: 2n2 + n.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ñóììó êîðíåé:

S =
2n∑
k=1

√
n2 + k =

2n∑
k=1

(n+(
√
n2 + k−n)) = 2n2+

2n∑
k=1

k√
n2 + k + n

.

Îáîçíà÷èì ∆ =
2n∑
k=1

k√
n2+k+n

è îöåíèì ýòó âåëè÷èíó. Ñ îäíîé ñòî-

ðîíû,
k√

n2 + k + n
<

k

2n
. Îòñþäà

∆ <
1

2n

2n∑
k=1

k =
1

2n
· 1 + 2n

2
· 2n = n+

1

2
.



Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
k√

n2 + k + n
>

k√
n2 + 2n+ 1 + n

=
k

2n+ 1
è

∆ >
1

2n+ 1

2n∑
k=1

k =
1

2n+ 1
· 1 + 2n

2
· 2n = n.

Òàêèì îáðàçîì, n < ∆ < n + 1
2
è öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ∆ ðàâíà n.

Òåïåðü îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî S = 2n2 +∆.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

7. Íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ââåä¼ì îïåðàöèþ ∗ ïî
ïðàâèëó x ∗ y = 2x+y

xy+2
. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(. . . ((2014 ∗ 2013) ∗ 2012) ∗ . . . ∗ 2) ∗ 1.

Îòâåò: 1
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ÷èñëå x ̸= −1 âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî x ∗ 2 = 1. Ïîýòîìó

C = 1 ∗ 1 =
2 + 1

1 + 2
= 1.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.
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11 êëàññ

1. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñàøà äëÿ
êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà 2013. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 75.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çà-

ïèñàíû ÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà
ñóììà ïðîèçâåäåíèé ðàâíà

(x1+x2)(y1z1+z1y2+y2z2+z2y1) = (x1+x2)(y1+y2)(z1+z2) = 2013.

×èñëî 2013 = 3 · 11 · 61 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 11 + 61 = 75.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè íàéäåíî ðàâåí-
ñòâî (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013, íî íå íàéäåíî ðàçëîæåíèå
÷èñëà 2013 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 3 á.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
cos2(πx) =

√
x− y;

6y2 + 7y + 1 =
√
x− y − 1.

Îòâåò: x = 0, y = −1.
Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïèñû-

âàåòñÿ íåðàâåíñòâîì x − y > 1. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
èìååì

√
x− y = cos2(πx) 6 1, îòêóäà x− y 6 1. Çíà÷èò, x− y = 1.

Òîãäà cos2(πx) = 1, x = k ∈ Z, y = k − 1 ∈ Z. Âòîðîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä 6y2+7y+1 = 0. Çäåñü òîëüêî îäèí öåëûé
êîðåíü y = −1, ïðè ýòîì x = 0.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè îòâåò óãàäàí,
íî ðåøåíèå îòñóòñòâóåò, 2 á. Åñëè òîëüêî äîêàçàíî, ÷òî x− y = 1,
3 á.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2arcctg(x

3+x) − 2arcctg(2x
2)

arctg(2x2)− arctg(2x+2)
6 0.

Îòâåò: (−1; 0] ∪ (2;+∞) ∪ {1}.



Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé f(x) = 2arcctg(x) è
g(x) = arctg(2x) ðåøàåìîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

f(x3 + x)− f(2x2)

g(x2)− g(x+ 2)
6 0. (1)

Çàìåòèì, ÷òî f(x)� óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (êàê êîìïîçèöèÿ óáûâà-
þùåé ôóíêöèè y = arcctg x è âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè y = 2x). Ïî-
ýòîìó äëÿ ëþáûõ a è b çíàê ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(a)−f(b)
ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ a−b. Â ñâîþ î÷åðåäü,
g(x) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ (êàê êîìïîçèöèÿ âîçðàñòàþùèõ
ôóíêöèé y = 2x è y = arctg x), è äëÿ ëþáûõ a è b çíàê ðàçíî-
ñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè g(a) − g(b) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ðàçíîñòè
àðãóìåíòîâ a− b. Ïîýòîìó, åñëè â íåðàâåíñòâå (1) ðàçíîñòè çíà÷å-
íèé ôóíêöèé f è g çàìåíèòü ðàçíîñòÿìè èõ àðãóìåíòîâ, òî çíàê
ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîìåíÿåòñÿ, è îíî ïðèìåò âèä

(x3 + x)− 2x2

x2 − (x+ 2)
> 0. (2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
ïðè òàêîì ïåðåõîäå îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x íå
èçìåíèëàñü, è íåðàâåíñòâà (1) è (2) ðàâíîñèëüíû. Íåðàâåíñòâî (2)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó x(x−1)2

(x+1)(x−2)
> 0, ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Çà ïîòåðþ ðåøåíèÿ

x = 1 ìèíóñ 3 á.

4. Â ïèðàìèäå ABCD ð¼áðà DA, DB è DC ïîïàðíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû. Ìåäèàíû ãðàíåé, ïðîâåä¼ííûå èç âåðøèíû D, ðàâíû
13, 14 è 15. Íàéäèòå:

1) ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ABC;
2) îáú¼ì ïèðàìèäû ABCD;
3) ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé âîêðóã ABCD.
Îòâåò: 1) 336; 2) 168

√
55; 3)

√
295.

Ðåøåíèå. 1) Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà âäâîå
áîëüøå ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, ïîýòîìó
AB = 26, BC = 28, CA = 30. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC íàõî-
äèì ïî ôîðìóëå Ãåðîíà:

SABC =
√
42 · 16 · 14 · 12 = 4

√
7 · 3 · 2 · 7 · 2 · 3 · 22 = 7 · 3 · 16 = 336.



2) Ïóñòü a = DA, b = DB, c = DC. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà,
a2 + b2 = 262 = 4 · 169;
b2 + c2 = 282 = 4 · 196;
c2 + a2 = 302 = 4 · 225.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì c = 2
√
126, a = 2

√
99,

b = 2
√
70. Èç âçàèìíîé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ð¼áåð DA, DB è DC

ñëåäóåò, ÷òî

VABCD =
1

6
abc =

4

3

√
9 · 14 · 9 · 11 · 5 · 14 = 168

√
55.

3) Ïèðàìèäó DABC ìîæíî äîñòðîèòü äî ïðÿìîóãîëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà ñ ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ð¼áðàìè äëèíîé a,
b è c. Ñôåðà, îïèñàííàÿ âîêðóã ïàðàëëåëåïèïåäà, áóäåò îïèñàíà è
âîêðóã ïèðàìèäû. Äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà � äèàìåòð ñôåðû,
ïîýòîìó èñêîìûé ðàäèóñ � ýòî ïîëîâèíà äèàãîíàëè:

R =
1

2

√
a2 + b2 + c2 =

√
295.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 14 á. Çà îòäåëüíûå ïóíêòû:
ï. 1 � 4 á., ï. 2 � 5 á., ï. 3 � 5 á.

5. Äîêàæèòå, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà B = 2697 êàêàÿ-òî
öèôðà âñòðåòèòñÿ íå ìåíåå 22 ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îöåíèì êîëè÷åñòâî öèôð â äåñÿ-
òè÷íîé çàïèñè ÷èñëà B.

2697 = (210)69 · 27 > 103·69 · 128 > 10209.

10209 � ñàìîå ìàëåíüêîå 210-çíà÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó â çàïèñè ÷èñ-
ëà B íå ìåíåå 210 öèôð (íà ñàìîì äåëå, èõ ðîâíî 210, íî óñòà-
íîâèòü ýòî áåç ïîìîùè êàëüêóëÿòîðà äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî,
è â äàëüíåéøåì íà äàííûé ôàêò ìû íå îïèðàåìñÿ!). Äîêàçûâàÿ
óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàññóæäåíèåì îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî êàæäàÿ èç äåñÿòè öèôð âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå 21 ðàçà. Òîãäà
âñåãî öèôð íå áîëåå 210. Åñëè â çàïèñè ÷èñëà B áîëåå 210 öèôð,
òî ïðîòèâîðå÷èå óæå ïîëó÷åíî. Åñëè æå öèôð ðîâíî 210, òî êàæ-
äàÿ èç íèõ äîëæíà âñòðåòèòüñÿ ïî 21 ðàçó. Íî òîãäà îáùàÿ ñóììà
öèôð ÷èñëà B ðàâíà 21(0+1+2+ . . .+9) è êðàòíà 3. Ïî ïðèçíàêó
äåëèìîñòè íà 3, è ÷èñëî B äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3, ÷òî íåâåðíî.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè ïîêàçàíî, ÷òî
öèôð íå ìåíåå 210, 5 á. Åñëè ê òîìó æå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà
öèôð áîëüøå 210, åù¼ 3 á.

6. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ñóììû
2n ñëàãàåìûõ

√
n2 + 1 +

√
n2 + 2 + . . .+

√
n2 + 2n.

Îòâåò: 2n2 + n.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ñóììó êîðíåé:

S =
2n∑
k=1

√
n2 + k =

2n∑
k=1

(n+(
√
n2 + k−n)) = 2n2+

2n∑
k=1

k√
n2 + k + n

.

Îáîçíà÷èì ∆ =
2n∑
k=1

k√
n2+k+n

è îöåíèì ýòó âåëè÷èíó. Ñ îäíîé ñòî-

ðîíû,
k√

n2 + k + n
<

k

2n
. Îòñþäà

∆ <
1

2n

2n∑
k=1

k =
1

2n
· 1 + 2n

2
· 2n = n+

1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
k√

n2 + k + n
>

k√
n2 + 2n+ 1 + n

=
k

2n+ 1
è

∆ >
1

2n+ 1

2n∑
k=1

k =
1

2n+ 1
· 1 + 2n

2
· 2n = n.

Òàêèì îáðàçîì, n < ∆ < n + 1
2
è öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ∆ ðàâíà n.

Òåïåðü îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî S = 2n2 +∆.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

7. Íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ââåä¼ì îïåðàöèþ ∗ ïî
ïðàâèëó x ∗ y = 3x+2y

xy+6
. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

C = (. . . ((2014 ∗ 2013) ∗ 2012) ∗ . . . ∗ 2) ∗ 1.

Îòâåò:
37

55
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ÷èñëå x ̸= −2 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî x ∗ 3 = 1. Ïîýòîìó

C = (1 ∗ 2) ∗ 1 =
7

8
∗ 1 =

21
8
+ 2

7
8
+ 6

=
37

55
.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.


